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12. Klasse Ubungsaufgaben

12

Normalenform und HNF von Ebenen

07

1. Bestimmen Sie jeweils eine Normalform der folgenden Ebenen

11 1 —4
@) By : 7= 2 | +Al 2 | +u| 2
~10 0 5
2 1 ~1
) By:i=| 6 |+A|] 2 |+p]-2
~1 ~1 4
2 1 ~1
© By:F=| 6 |+A| 0 |+u| 0
~1 ~1 4

(d) Welche besondere Lage liegt jeweils vor?
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(e) Alternativ zum Vektorprodukt ist auch eine Umwandlung von der Parameter- in
die parameterfreie Normalform moglich durch Eliminieren der Parameter.

Beispiel mit der Ebene E aus grund127.pdf:

r1 = 14+X+2u |- (—4)
xo = 244X+ 3u |
w3 = 1+43\+5p
—4x1+x9 = —2 —5pu |
—3x1+x3 = -2  —pu |- (=5)
E:1lx1 429 —bxs = 8

Relativ schnell geht dies bei den Ebenen aus den Teilaufgaben (b) und (c); fiihren

Sie dies aus!

(f) Lohnend ist die Methode aus Teilaufgabe (e) auch bei der Umwandlung von Ge-

raden im IR?. Bringen Sie auf diese Weise die Gerade X = (

A € IR, auf die Form o = mx; + ¢.

2)()

2. Stellen Sie die Lotgerade auf die Ebene F : 22, — 329 + 723 = 24 durch den Punkt
P(1|1] — 1) auf. Zeigen Sie, dass P nicht auf £ liegt.

3
3. Schreiben Sie die Ebene E : 3 o
-1

X —

-2
0
9

= (0 in der Form

n1x1 + nexs + n3xz = d und zeigen Sie dann, dass P (1| — 4(6) auf E liegt.

4. Gegeben sind die Ebenen E : 3x1 — 229 + 623 = 14 und F' : —x1 + 429 + 23 = —12.
(a) Berechnen Sie jeweils die Hesse-Normalform (HNF)!
(b) Liegt der Punkt P(4|2| — 6) ndher an £ oder an [?
(c) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte (0|0|z3) auf der x3-Achse, die Ab-

stand 10 von der Ebene E haben.

(d) Welchen Gleichung hat eine Kugel um M (9|7(6), die die Ebene £ genau beriihrt?
Falls die Kugel £ um M den Radius 13 hat, welchen Radius hat dann der Schnitt-

kreis mit der Ebene E?
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12. Klasse Losungen

12

Normalenform und HNF von Ebenen 07
2.
. 1 —4 10 P ¢ FE, denn Einsetzen von P in F liefert
(@ m=12]x 2= -5 |oder o5 3 7294 Widerspruch.
0 ) 10 1 9
2 Lotgerade: X= 1 |+A] =3 [, e R
bequemer mit dem %—fachen —1 1 7
2

(b)

(©)

(d)

(e

®

Ansatz: 2z1 — x9+ 223 = d. Einsetzen
von (11|2| — 10) liefert d = 0.

Also F : 221 — xo + 223 = 0.

1 -1 6
n= 2 x| =2 |=| —3 [ oder
-1 4 0
bequemer mit dem %—fachen —1

Ansatz: 2r; — x5 = d. Einsetzen von
(2|6] — 1) liefert d = —1.

Also EQ : 21’1 — X9 = —2.

1 —1 0
n= 0 | x 0 |=]—-3 | oder
-1 4 0
0
bequemer mit dem —3-fachen | 1
0

Ansatz: xo = d.
Einsetzen von (2|6| — 1) liefert d = 6.

Also E3 : x5 = 6.
E; geht durch den Ursprung, FEs ist

parallel zur z3-Achse, F5 ist parallel
zur x;x3-Ebene.

ZUEQZ $1:2+)\—,U ‘(—2)
—2$1+I2:2

Zu FE5: Zweite Zeile o = 6 liefert di-
rekt die parameterfreie Form.

2y =2—3\ |-2
31’1+2ZL‘2 :7, also ) :3,5—1,51'1.

3

Skalarprodukt ausfiihren: 3(z; + 2) + 3xo —
(x3 —9) =0, also 321 + 3zy — x3 = —15.
P in E ergibt eine wahre Aussage:
3:14+3-(—4) — 6 = —15 (wahr).

4.

(a)

(b)

(©)

(d)

3

eg|=[] 2 ||=v9+4+36=T,
6

HNF: E : 1(3z;—225+623—14) = 0.
—1

el =] 4 ||=v1+16+1=18,
1

HNF: I 1 o2 (01 — 4wy —13—12) = 0.

Mit der HNF berechnet man den Ab-
stand des Punktes P von den Ebenen:

d(P,FE) =
|%(3~4—2-2+6-(—6) — 14)|=6.
d(P, F):|3—\1/§(4—4-2—(—6)—12)| =
10~ 2.36.

3v2
Also liegt P niher an F'.

Bei Einsetzen in die HNF muss 10

oder —10 resultieren:

(625 — 14) = £10, also

T3 = %, die gesuchten Punkte

sind also (0]0|14) und (0[0] — 2*).

Radius r = d(M, E) =
2(3:9—2-7+6-6—14)| =5.

Also Kugel (— grund114.pdf):

(ZEl - 9)2 + (IL‘Q - 7)2 + (1'3 - 6)2 = 25.

Aus der Skizze erkennt man, dass der

Radius R des Schnittkreises mit Py-

thagoras berechnet werden kann:

M, ,
13 'k
52+ R? = 13% also _° S~ E

R=12.




